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一、知识准备：变分 
我要首先谈变分问题，一个是它很重要，因为它表示的是函数改变的数学后果；而一般

微分仅仅是讨论自变量改变但函数不变的数学后果。而经济学研究往往又研讨的是函数改变

问题。更重要的是，学经济的不少人又往往把函数的改变，与自变量改变所导致的点在函数

上的运动，混为一谈。所以弄清楚变分的数学意义，对于理解经济意义，也是极为重要的。 
另一个是，变分远不像一般人想象的那么复杂。只要弄清楚了变分的数学意义，运用变

分就跟运用微分一样简单。经济学上纷繁复杂的跨期最优化，就成为简单的微分一样，用傻

瓜方法也可以做了。 
所以在本变分阐述中，我不准备分析哈密顿方程那些东西。我愿意让读者不用哈密顿方

程，而用最基本最简单的数学法则，直接求解出结果——换句话说，读者只要掌握了这些基

本的数学法则，也能轻松推导出哈密顿方程。 
给读者的建议：推荐使用变分方法。因为在变分推导的每一个步骤，你都知道自己推导

的经济意义所在，而且转换成哈密顿并不复杂。很多学生虽然会用哈密顿，但知其然不知其

所以然，只会套公式，却不知道自己优化的经济含义，这样，解书本上的题还可以，一到现

实问题的优化，基本上都会出错误。 

（1）变分的性质 

已知函数 ( )xy 0 ，则其附近的函数曲线可以表示成 

( ) ( ) ( )xyxyxy δ+= 0                               （A.20） 

( )xyδ 称为 ( )xy 的变分。 
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变量的微分是变量；函数的变分是函数。 

因此要完全按照函数来对待 ( )xyδ 。 

譬如 ( ) ( ) ( )dy x d x y x y x d x
d x

δ δ δ+ = + （事实上应该写成泰勒展开，但我

为了简便而且容易让读者看懂，只写了一阶泰勒展开。况且在微小量下，这已足够）。可以

看到，这里完全是把函数变分当作函数来处理的。 
变量的微分是不确定的微小变量；函数的变分是不确定的微小函数。 

这对于以后求最优化时有用。由于变分是不确定的微小函数，所以只要有一个可以设计

的微小函数不符合最优化要求，最优化也不能成立；同时，如果只有某些设计好的微小函数

符合最优化要求，最优化自然也不能成立。 
由于函数的变分和函数中变量的微分是在完全相互独立的空间进行，所以函数的变分

与函数中变量的微分、积分可以相互交换。即： 

( ) ( )∫∫ = dxxfdxxf δδ                            （A.22） 
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d
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变分的其它运算性质与微分一样，例如： 

( ) 2121 ffff δδδ +=+                              （A.24） 

( ) 122121 ffffff δδδ +=                            （A.25） 

由于变分是函数，所以函数取极值时的充分条件是变分为 0。二次变分大于 0 时为极小

值，小于 0 时为极大值。（微积分取极值是导数为 0；二次导数大于 0 时为极小值，小于 0
时为极大值。其与变分一样的，都是函数一阶变化为 0，二阶变化判断极大或极小）。即： 
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引理：如果 ( ) ( ) 0== buau δδ ，且对任何 uδ 都有 ( ) ( ) 0=∫
b

a

dxxuxf δ ，则

在 [ ]ba , 上， ( ) 0≡xf 。 

证明：用反证法。设若在某个区间 [ ]210 , xxx ∈ 有 ( ) 00 >xf ，则取： 
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此时 uδ 满足题设条件，但是却有： 
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这与命题的前提不符合，所以应该有 ( ) 0≡xf 。证毕。 

（2）变分降阶的关键运用步骤——分部积分法 

分部积分法是微积分中很常见的方法。在变分中也是一样的运用。只是由于在变分运

算中经常用到，成为降阶的重要步骤，所以这里单独提出。其重要性远超过欧拉方程（欧拉

方程本书不讨论，因为分部积分法很自然的就会推出欧拉方程） 
对于积分中含有变分的导数的，可以通过分步积分法，去掉导数。 
即： 

                                  
                                                      
 

 
（A.27） 
    

（A.27）式中，就通过分部积分法，把高阶 xuδ （即
d u
d x

δ 或
d u
d x

δ ）转化为低阶 uδ ，

于是就可以求解了。 
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二、利用变分推导哈密顿方程 
简单演示one control variable and one state variable 的模型的变分推导过程。 

( )
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subject to: ( ),z g x z=                                              (2) 

( ), 0f x z ≥ ，  ( )0z 给定                                        (4) 

写出拉格朗日式子： 
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则(5)式成为： 
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以 z 为自变量对(7)式优化： 
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交换第2项中变分和微分的顺序并整理得： 
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对第2项分部积分法降阶，得： 
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计算并整理得： 
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根据变分引理得： 
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由上面的第1个式子可以得到： 

zHμ ρμ= −                                                         (12) 

证毕。 


